6 DIFFERENZIALRECHNUNG 6.3 Exponentialfunktionen und Ableitungsregeln (UE 113)

430.

1) Achsen werden mit dem Namen, der Einheit und mindestens einer Zahl beschriftet und enden
mit einer Pfeilspitze in Richtung +oc.

2) Das Schaubild endet am vorgegebenen Definitionsbereich.

3) Berechnete Punkte (und eventuell auch andere Zwischenpunkte) werden eingezeichnet.

Beispielaufgabe: Beieinem Produktionsvorgang wird die Tem-
peratur eines Werkstiickes beschrieben durch die Funktion

f(t) = 0.013 — 0.6t> + 9t + 10,

t € [0;35], t in Minuten, f(t) in Grad Celsius.

a,) Skizzieren Sie den Temperaturverlauf.

b,) Welche maximale Temperatur nimmt das Werkstiick in diesem
Zeitraum an?

c,) Wie grof§ ist der maximale Temperaturabfall?

d,) Damit das Werkstiick bearbeitbar bleibt, darf seine Tempera-
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tur nicht unter 10°C fallen. Kann dies garantiert werden? | 10 20 tinmin
Lésungsvorschlag: Abb. 98 Temperatur
mathematischer Ansatz GTR Ergebnis Antwortsatz
b) f'(t)=0 = H(10;50).  Die Maximaltemperatur ist 50°C'.
¢) f'(t)=0 = W (20;30);  f'(20) = —3. Der Maximaltemperaturabfall ist 3 —<-.
d) ft)=0 = T(30;10). Die Temperatur wird nicht unterschritten.

Bemerkung: Beachten Sie hierbei, dass der mathematische Ansatz nicht unbedingt etwas
mit der GTR - Rechnung zu tun haben muss. Die hinreichende Bedingung wird genau dann
erwartet, wenn kein Schaubild (oder GTR) dazu gegeben wird. Ein Verweis zB "Der Graph zeigt
einen Hochpunkt’ ist wiinschenswert. Die Betrachtung der Randwerte ist nur dann relevant,
wenn diese definitiv extremal (also alleine ein globales Extremum) sind.

Die Anwortsétze kénnen deshalb ergédnzt werden:
b) Das Maximum wird im Hochpunkt angenommen, deshalb ist die Maximaltemperatur 50°C
c¢) Der maximale Temperaturabfall wird im Wendepunkt angenommen, deshalb ist dieser

|£/(20)] = | — 3| also 3 ~&;

min’

d) Das Minimum wird im Tiefpunkt angenommen, deshalb ist die Minimaltemperatur 10°C
10°C wird also nicht unterschritten.

6.3.9 e- Funktionen im Abitur (KAg) (DHBW)

Ihr Notendurchschnitt aus den Halbjahren 111, 115 und 12 bildet die sogenannte Anmeldenote,
die eine Prognose fiir Ihr Abschneiden im Abitur ist. Deshalb wird jede Arbeit, die ich mit Ihnen
schreibe, etwa Abiturniveau sowie einen Pflicht und einen Wahlteil haben. Zur Vorbereitung auf
eine Klausur in den Klassen 11 und 12 sollten Sie dringend alte Abituraufgaben rechnen. Diese
finden Sie z.B. auf www.mathe-aufgaben.com. In Klasse 11 kénnen Sie von einer nicht geldsten
Aufgabe oft nicht erkennen, ob dies am ’'nicht verstanden’ oder am ’'nicht behandelten’ Stoff
lag. Deshalb gibt es oft am Ende einer Unterrichteinheit eine Sammlung von Aufgaben, die Sie
bis hier her beherrschen sollten; gleiches finden Sie in der Abiturvorbereitung im Abs 864/16.3.
Diese Ag werden im Unterricht nur auf Anfrage besprochen und sind als Klausurvorbereitung
unerlésslich. Wenn Sie nicht ableiten kénnen, dann schaffen Sie etwa 0 VP! I*) bedeutet, dass
bei dieser Ag Integralrechnung aus Abs 7.1 notwendig ist. Bei den Operatoren "bestimmen’ und
angeben’ darf ein Wert aus der einer gegebenen Abb. abgelesen werden; bei ’berechnen’ nicht.

(=~ Abi 2013) Ein zun#chst leerer Wassertank einer Gértnerei wird von Regenwasser gespeist.
Nach Beginn eines Regens wird die momentane Zuflussrate des Wassers durch die Funktion f mit
f(t) =10000 - (e7%-5 —e~?) (+ > 0 in Std. seit Regenbeginn, f(t) in Liter pro Std.) beschrieben.
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432.

Bem.: Der Begriff Zufluss kann (leider) die Einheit Liter (dann ist der Zufluss ein V )

oder die Einheit % (dann ist der Zufluss die A eines Volumens) haben. Deshalb

sollten Sie immer die Einheiten genau betrachen. Einheit % ist V', Einheit gb% ist V”. Bei

dieser Aufgabe ist der Zufluss ein Volumen und die momentane Zuflussrate (Einheit %) ist V.

a,) Bestimmen Sie die maximale momentane Zuflussrate.

b,) Zu welchem Zeitpunkt nimmt die momentane Zuflussrate am stérksten ab?

¢,) In welchem Zeitraum ist diese Zuflussrate grofier als 2000 Liter pro Stunde?

d, ) Zeigen Sie, dass der Inhalt des Tankes durch F(t) = 10000 - (1 — 2e~5" 4 e™*) beschrieben wird.
e, ;) I*) Bestimmen Sie den mittlere Zuflussrate in den ersten 10 Stunden.

f, ,) I*) Wieviel [ des Regens werden langfristig in den Tank geflossen sein?

g,..) Skizzieren Sie den Tankinhalt innerhalb der ersten 10 Stunden nach Regenbeginn in einem
geeigneten Ausschnitt eines Koordinatensystems.

(=~ Abi 2016) In einem Skigebiet betrégt die Schneehthe um 10.00 Uhr an einer Messstelle 140
cm. Abb. 162/99 a) zeigt den Graphen einer Funktion f mit f(t) = 16-e~ %% — 14e~! — 2, die fiir
0 <t < 12 die momentane Anderungsrate dieser Schneehche (mAS) zum Zeitpunkt ¢ beschreibt
(t in Stunden nach 10.00 Uhr, f(¢) in Zentimeter pro Stunde).

a,) Berechnen Sie die maximale mAS der Schneehdhe.

b,) Geben Sie etwa den Zeitraum an, in dem die mAS groer als 2 cm pro Stunde ist.

c,) Berechnen Sie den Zeitpunkt, an welchem die Schneehhe maximal ist.

d,) Berechnen Sie die Stellen, an welchen die mAS am stéirksten zu bzw. abnimmt. Bestimmen
Sie, wie grof ist die maximale Abnahme der Anderungsrate etwa ist.

e,) I") Bestimmen Sie die Schneeh6he um 12.00 Uhr.

f, ;) Um 12.00 Uhr werden nun Schneekanonen in Betrieb genommen. Sie liefern konstant so viel
Schnee, dass sich die mAS an der Messstelle um 1 ¢cm pro Stunde erhsht. Geben Sie an, um
wie viele Stunden sich durch diese Mafinahme der Zeitraum, in dem die Schneeh6he zunimmt,
verlangert. I*) Wie hoch ist jetzt die maximale Schneehghe?

g;..) I*) Geben Sie einen integralfreien Funktionsterm F'(t) an, der die Schneehhe zum Zeitpunkt
t (0 <t < 2) beschreibt.

h, ;) Formulieren Sie zu der Gleichung F'(t 4 2) — F'(t) = 4 eine Frage im Sachzusammenhang.

a) f(t) incm / Std b) 60 f(t) in mg
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Abb. 99 mAS (Schnee) zu Ag 162/431 Wirkstoffmenge zu Ag 162/432 — S.913

(=~ Abi 2012) Ein Medikament kann mithilfe einer Spritze oder durch Tropfinfusion verabreicht
werden. Abb. 162/99 b) zeigt den Graphen einer Funktion f mit f(t) = 130(e™ %2 — ¢=0:8%),
die fir 0 < ¢t < 24 die Wirkstoffmenge im Blut des Patienten (Wm) beschreibt, wenn das
Medikament mithilfe einer Spritze verabreicht wird (t in std. nach der Injektion, f(¢) in mg).
a,) Das Medikament wirkt nur dann, wenn mindestens 35 mg des Wirkstoffs im Blut vorhanden
sind. Bestimmen Sie den Zeitraum, in dem das Medikament wirkt.

Berechnen Sie: b,) Wann die Wirkstoffmenge maximal ist. Wie hoch ist sie dann?

und ¢,) Zu welchen Zeitpunkten die Wirkstoffmenge im Blut am stérksten zu bzw. abnimmt.
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d, ;) I*) Bestimmen Sie die mittlere Wirkstoffmenge im Blut wéhrend der ersten 5 Stunden.
e,) Formulieren Sie zu der Gleichung f/(¢) = 2 eine Frage im Sachzusammenhang.
f,) Geben Sie die Asymptoten von f an und erldutern Sie deren Bedeutung im Sachzusammenhang.

Wenn das Medikament stattdessen durch Tropfinfusion zugefithrt wird, ldsst sich die Wm be-
schreiben durch die Fktn g mit g(t) = 80(1 —e~%9") (¢ in min seit Infusionsbeginn, g(t) in mg).
g,) Welche Wirkstoffmenge wird sich langfristig im Blut befinden?

h,) Zeigen Sie, dass die Wirkstoffmenge im Blut sténdig zunimmt.

i,) Berechnen Sie, zu welchem Zeitpunkt die momentane Anderungsrate der Wm 147% betrigt.
j,) I*) Berechnen Sie die mittlere Wirkstoffmenge wéhrend der ersten vier Stunden.

k,) Formulieren Sie eine Frage im Sachzusammenhang, die auf die Gleichung g(t + 15) = ¢(t) + 30 fiihrt.

(= Abi 2009) Abb. 163/100 a) zeigt den Graphen der Funktion f(t) = 36.5 +t-e % die fiir
t > 0, modellhaft den Verlauf einer Fieberkurve eines Erkrankten beschreibt. Dabei ist ¢ die Zeit
in Stunden nach Ausbruch der Krankheit und f(t) die Kérpertemperatur in °C.

a,) Wie hoch ist die maximale Temperatur? Zeigen Sie das der Temperaturverlauf danach smf ist.
b,) Wie hoch ist der maximale Temperaturabfall?

¢,) Wann sinkt die Kérpertemperatur unter 37°C?

d,) Wie entwickelt sich die Temperatur langfristig?

e,) Formulieren Sie eine Frage im Sachzusammenhang, die auf die Gleichung f/(¢) = —0.1 fiihrt.
f) I*) Zeigen Sie, dass F(t) = 36.5t — 10t - e~ %1% — 100 - e=%-1* eine Stammfunktion von f ist.
Nur LK: Bestimmen Sie die mittlere Kérpertemperatur in den ersten 48 Stunden.

ws | Temperaturin °C b) 250 Geschwindigkeit in m/min
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Abb. 100 Fieberkurve zu Ag 163/433 Motorboot zu Ag 163/434 — S.913

(= Abi 2010) Ein Motorboot fihrt geradlinig mit der Geschwindigkeit v(¢) = 960-e~! —960-e 2,
(Abb. 100 b) t > 0, t in min, v(t) in .
a,) Bestimmen Sie die hochste Geschwindigkeit des Motorbootes.

b,) Wann nimmt die Geschwindigkeit des Motorbootes am stérksten ab?

c,) Wie lange fihrt das Motorboot schneller als 18077

d, ;) I*¥) Welche mittlere Geschwindigkeit hat das Motorboot in den ersten fiinf Minuten?

e, ) I*) Wie weit fihrt das Motorboot in diesem Modell?

(= Abi 2008) Ein Behélter hat ein Fassungsvermogen von 1200 Liter. Die enthaltene Fliissig-
keitsmenge zum Zeitpunkt ¢ wird beschrieben durch die Funktion f mit f(¢) = 1000 —800e %0,
t > 0 (¢t in Minuten, f(¢) in Liter). a,) Zu welchem Zeitpunkt ist der Behélter zur Halfte gefiillt?
b,) Zeigen Sie, dass die Fliissigkeitsmenge im Behiilter stets zunimmt.

c,) Aus Sicherheitsgriinden darf die Fliissigkeitsmenge hochstens 85% des Fassungsvermogens
betragen. Wird diese Vorschrift zu jeder Zeit eingehalten? Begriinden Sie Thre Antwort.

d, ) I*) Bestimmen Sie die mittlere Fliissigkeitsmenge wéhrend der ersten Stunde.
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436. (=~ Abi 2013; — Ag 349) Der Querschnitt eines Bergstollens wird beschrieben durch die z-Achse
und den Graphen der Funktion f mit f(z) = 2 2245625, x€ [—4;4]; 1 LE entspricht 1m.

a,) An welchen Stellen verlaufen die Wande des Stollens am steilsten? Welchen Winkel schlielen
die Winde an diesen Stellen mit der Horizontalen ein?

b,) (GTR) Im Stollen soll in 3.92m Hohe eine Lampe aufgehéngt werden. Aus Sicherheitsgriinden
muss die Lampe mindestens 1.3 m von den Winden entfernt sein. Uberpriifen Sie, ob dieser
Abstand eingehalten werden kann.

437. (Schétzung von Sd) Die Konzentration des Wirkstoffes einer Tablette im Blut wird beschrieben
durch die Funktion g mit g(t) = 9 (e7* — e72%), ¢+ > 0 (¢ in Stunden nach der Einnahme einer
Tablette, g(¢) in %?). Ein Patient nimmt eine Tablette ein (bei jedem Teil ist eine Rg verlangt).
a,) Nach Herstellerangaben wirkt die Tablette ab einer Konzentration von 272 Zwischen welchen
Zeitpunkten wirkt das Medikament? b,) Wie hoch ist die maximale Konzentration?
¢,) Wie hoch ist die maximale Abnahme der Konzentration?

d,) Wie entwickelt sich die Konzentration langfristig?

e, ;) I*) Bestimmen Sie die mittlere Wirkstoffkonzentration wihrend der ersten Stunde.

438. Minimalanforderungen UE 11,: Fiihren Sie eine vollstindige Funktionsuntersuchung (mad-
ness) von f(z) durch: a) f(z) =6 —e®4; b) f(z)=(z+1)-e*>* 4 ¢) f(z) = 2% e 057,

d) Losen Sie ohne TR: i) 2% — 6e” +5 =0, i) e =14 2e7 7%, i) - e2*~* — 1z = 0;
e,) Fiir t € R ist die Schar f;(x) = e” - (t — x) geben. Ber. Sie die Ortskurve ihrer Hochpunkte.

f) Ein Polynom dritten Grades hat im Ursprung einen Hochpunkt und in W(2;—3.2) einen
Wendepunkt. Berechnen Sie dessen Funktionsgleichung.

6.3.10 Die Regel von de I"'Hospital (UE M+3) (crs)

439. a) Bs gilt lim SO

. Warum kann dieser Limes nicht konventionell berechnet werden?
2—0 sin(2z)

b,) Berechnen Sie heuristisch die Grenzwerte fiir folgende Terme fiir x gegen 0:

1) sinag;z)7 11) sinfz)’ 111) sinf;t)) IV) singvnz) nc N?
c,) Durch welche Operation konnte das 'n-” zustande kommen?
d,) Ein Ausdruck der Form ' %/ wird auch bei der Ber. des D betrachtet.
®©,) Sei f differenzierbar und f(0) = 0; berechnen Sie f’(0) mit Hilfe des Ergebnisses aus Teil d).
f) Sei f(0) = g(0) = 0. Der Term lim fE; kann (vorerst) nicht (allgemein) berechnet werden.
x—0 gl\x
f'(0)

Betrachten Sie (1), mit Hilfe des Differenzenquotienten. Vereinfachen Sie; welche erstaun-

g'(0)
liche Formel entsteht?

g.) Die Regel von de 'Hospital: Sei g € RU{£o0}, f, g differenzierbar. Wenn lim f(x)

T—T0

lim g(x) (oder |g(z)| — ), dann gilt lim = lim (auswendig).

T—rT0 T—T0 T—T0

2 2
o o e —4 6x° —bxr+1 T )
440. (KAz) Ber. Sie die folgenden Limites: @),) 3161312 3 b,) h lim 5.1 € c,) ig% pr——
. In(a®) . 4xr -2 ) sin(2x) . x(l—e"3)
d.) 31313% et —1’ &) A 3z +8’ £ ilgé e —In(z+e)’ 2) il—% x—3er3

sm2(:n)
h,) lim 1 ; Die Regel von de 'Hospital darf auch angewendet werden.
r— :E
2 1 1 - 1
i,) lim M, J;) lim ; ky) lim c — —; ©,) lim zln(x); @,) lim 2%;

z—0 e + e~ — 2 a2 ln(z—1) z—2 =0 sin(z) =z -0 70



